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Notations

Notations

@ Moindres carrés
Cout: S(B) = [ly - XBH2 = |ly — @l?
prédictions : i = X8 = Zx,ﬁ,
j=1
solution : By, = (X" X)X Ty

X = X1X2..Xj..Xg |

@ Ridge régression

Pénalisation : T(3) = |82 =)  5?

Z : ﬁ(O) = /BMC
min  S(8) + AT(B) B(oc) =0
Berd

Solution : B(\) = (XTX + X)X Ty



Définition et principe

Définition

min S(8) + AT(3)

Ber?

Chemin de régularisation de la ridge

{B(A) | A €0, 0]}

Calcul du chemin de régularisation :

BA™Y) = o(B(A*?))
Point de départ facile : 3(0) = B,,c; ou B(c0) =0

Avantages ?
@ efficace pour touver 3 dans certains cas , certains Sou T
@ trouver le bon A

@ générique : cas non convexe
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Sélection de modele : choisir A

Redémarage a chaud vs. chemin de régularisation

min S(3) + AT(B)

QcRY
- Tantque on a pas touvé le bon A
@ choisirun A
Q@ min S(B) +\T(B)
Berd

© évaluer la solution

- Pour tous les X calculer systématiquement tous les 3()\)

@ A=00= [B(c0)=0
o \=0= B(0) = PBwmc

Chemin de régularisation
{B(\) | A €0, 00[}
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Sélection de modele : choisir A

exemples de chemins de régularisation

— Pareto frontie — Pareto frontie
--- Lagrangian --- Lagrangian
=
E 2
0 =
< 1l
T )
o
L@ =IIXa - yf L(@ =IXa - yf

Avantages ?
@ efficace pour touver 38 dans certains cas , certains Sou T
@ trouver le bon A

@ générique : cas non convexe
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Sélection de modele : choisir A

Un autre exemple : le chemin du OC SVM
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dans quels cas

cas favorable au chemin de régularisation

min S(8) +AT(8) < {B(N)|Ae]0,00]}

Ber?

@ quand on sait le calculer efficacement
= linéaire par morceau
ﬂNEW _ /BOLD + ()\NEW _ )\OLD)U
@ linéaire par morceau
— un des critéres Sou T est ¢;

@ un critére /4
== parcimonie : pleinde 3; = 0

parcimonie contraintes actives

quels choix pour Set T? [l faut du ¢4
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dans quels cas

Chemin de régularisation linéaire par morceau

cas convexe [Rosset & Zhu, 07] [gnin S(B)+ AT(B)
€r
BA+e) = BN

@ linéaire par morceau : lim = constante

e—0 )

@ optimalité VS(B(\) + AVT(B())) =0

VS(B(A+¢€))+(A+e)VT(B(A+¢)) =0
© developpement de Taylor
B(A+¢e) = B(N)

; = (VES(BO))+AVAT(B(N) 'V T(B(N)+O(e)

V2S(B()\)) = constante et V2T(3()\))=0
I'un quadratique et I'autre linéaire par morceau
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a propos des criteres ¢4

Le monde bouge

The Gaussian Hare and the Laplacian Tortoise
Computability of ¢4 vs. ¢> Regression Estimators.

Portnoy & Koenker 1997
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Chemin de régularisation et parcimonie

cas favorable au chemin de régularisation

min S(8) +AT(8) < {B(N)|Ae]0,00]}

Ber?

@ quand on sait le calculer efficacement
= linéaire par morceau
NEW _ /BOLD + ()\NEW _ )\OLD)U
@ linéaire par morceau
— un des critéres Sou T est ¢;

@ un critére /4
== parcimonie : pleinde 3; = 0

parcimonie contraintes actives

pourquoi ¢4 entraine til de la parcimonie ?
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Chemin de régularisation et parcimonie

Définition : Ensemble d’homogénéité forte (variables)

bh={ic{1,..,d}| 8 =0}

Régulier si S(8) + A\T(8) dérivable en 0 et si Ip(y) # 0

Ve >0, 3y' € B(y,e) tel que h(y') # h(y)
Singulier si S(3) + AT(3) NONdérivable en 0 et si Iy(y) # 0

Jde > 0, Vy' € B(y, ) on a Ih(y') = h(y)

Critére singulier = parcimonie Nikolova, 2000

la singularité entraine la parcimonie
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Chemin de régularisation et parcimonie

cas favorable au chemin de régularisation

min §(8) + AT(8) <« {B(A)|A€[0,00]}
Berd

@ quand on sait le calculer efficacement
= pleinde ;=0
,@NEW — ,BOLD + ()\NEW _ AOLD)U

@ calculeru
@ faire évoluer 'ensemble Iy = {j|3; = 0}

algorithme de type « contraintes actives »
quelgues exemples de criteres /1 ?
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le Lasso

Lasso et Basis pursuit

min — X2
Boge ly — X3l

d
min [ly - X8> + A ) 18 <= d
Berd ; I avec Z |Gil <t

i=1

d
min ;

— | mn ;w
avec |y~ XB|? < e

Tibshirani,1996 ; Chen, Donoho & Saunders, 1999 (Basis pursuit) ;
Donoho et al., 2004 - Tropp 2004
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le Lasso

LASSO et parcimonie

Be

{ mi,?z S(B) = |ly — XB|?
avec T(B)=|p1|+ B2 <t

-
&
-~

/ '
: s f A

L
sy

Bs
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SVR

Support vector regression - SVR

Minimise le cout e-insensible avec une régularisation /5

§ = max(0,]y — X8| —¢)

n
min 8|+ C T
Jun, 2181 ;(ﬁ, &)
avec —cll—¢ <y—XB<ell4¢7F
et 0<Er;, 0<¢

Vapnik, 1995

dualité variable - exemples
parcimonie par rapport aux exemples
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SVR d’aprés Smola & Schélkopf

SVR et parcimonie (Smola & Scholkopf)
Ll &,8) = BIBIF+CH (& +€)

Do (y-XB-c—&) =D o (-y+XB-e—-¢ )+

B=> (of =o)X = fX)=) aix/x
=1

parcimonie par rapport aux exemples \
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SVR d’aprés Smola & Schélkopf

Model selection

Choose the "correct" values of hyperparameters v (or €) and A J

Illustration : tube width e = 0.25 )
Pareto front Too smooth solution
Pareto front €=0.25and A =100
5 1
. "
0.5 w 1
% #
W3\ e 7 o171
8 R R
-, D O ot
--------- P ~ <;_ g
1 -0.5 *:}
0 -1
0 0.5 1 15 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Penalty
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SVR d’aprés Smola & Schélkopf

Model selection

Choose the "correct" values of hyperparameters v (or €) and A J

Illustration : tube width e = 0.25 )
Pareto front Better solution
Pareto front €=0.25and A =0.01
5 1
Ppd
4 y 1
Y
> AN
< O W PR St YR (AR
§ 0** ol * T % *\““ "f “|‘
3 e M‘”‘w&g&*" 25 IR YR
2 AL
_________ 5 jsf_ s AR 1
I, AU
1 -0.5 \‘*«:
0 -1
0 0.5 1 15 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Penalty



SVR d’aprés Smola & Schélkopf

Model selection

Choose the "correct" values of hyperparameters v (or €) and A J

lllustration : tube width ¢ = 0.05

J

Pareto front

Pareto front

14

12

10

Loss

4
Penalty

Too smooth solution
€=0.05and A =72.2081

T
0.5 wx b i
bad tw |
£ - 4
OB% et sty ,*‘::“‘: )25:
'%M*M?:ﬁ~ wg;«‘-” 327771
A ‘
;; o
0.5 e
#
-1
0 0.2 0.4 0.6 0.8




SVR d’aprés Smola & Schélkopf

Model selection

Choose the "correct" values of hyperparameters v (or €) and A J

[llustration : tube width e = 0.05

J

Pareto front

Pareto front

14
12

10

Loss

4
Penalty

0.5

Convenient solution
€=0.05and A =1.2328

T TT AN f“# \1
1
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SVR d’aprés Smola & Schélkopf

Model selection

Choose the "correct" values of hyperparameters v (or €) and A J

Illustration : tube width ¢ = 0.05 )
Pareto front Not enough smooth solutior
Pareto front £=0.05and A =0.031623
14 1
12 b ko
10 1 0.5 75% f{
n 8 1 f ;
g ok 2 7
6 1 % BN x&*&i%i?#
4 ] 05 - *j
2 ] ' Vi
% 2 6 8 -1

4
Penalty 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Dantzig selector

Le Dantzig selector

min — |3]/4
Ber?
avec ‘XT(Xﬂ—y)‘ <ell

C’est de la programmation linéaire

d
min > u

BeR? uerd Py
avec —u<pg<u 0<u
et — eI < X' (XB-y) <el

Candes & Tao, 2004

pénalisation ¢ - Fidélité /., |




Synthese des critéres

Exemples ¢4
[ 1o}

régulier vs. singulier

1 S(B) | T(B) | Régression \ Discrimination
sing. | sing./; Da”tl_zfss\fgfcmr LP SVM
re sing./ LASSO régression
g | SIng-& LARS logistique L1
sing. | reg. /> SVR SVM
reg. | reg. (s Ridge régression logistique

Lagrangien SVM

TAB.: SVM et SVR : support vector machine et support vector
regression. LP linear programming, LARS Least angle regression

stagewise.
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Synthese des critéres

comparaison empirique

Dantzig Lasso

efficients

-1
-1

T T T T
0 5000 10000 15000 5000 10000 15000

1151ley 11501y

Figure 2: Coefficient profiles as a function of |||le, for the Dantzig selector and
lasso. There are 64 predictors, the main effects and interactions for the diabetes
data, Both paths were truncated at ene quarter the norm of the full least-squares
fit. to allow us to zoom in on the earlier, more relevant parts of the paths,

Discussion of “the Dantzig selector" Efron, Hastie & Tibshirani 2007
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Notations

le LAR(s)
[ ]

Notatons

@ tout est centré - variables explicatives standardisées

n n
D =0 > x=0 ZX—1 j=1.d
=1 i=1

@ Moindres carrés
Cout: S(B) = |ly — XgHZ = |ly — fi|? :
prédictions : fi = X3 = ZX,@ X=X Xo: Xj.wXq
J=1 :
solution :
VSB)=0 & X'(y-4)=0 & Be=KXX)"XTy

corrélations



le LAR(s)
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Les méthodes de références

une méthode itérative constructive

@ le LASSO [Tibshirani 96]

min  S(8) = [ly — XB|> = |y — &|?
Berd

avec T(B)=)> |Bl<t

@ Forward Stagewise regression [Weisberg 80]
new -~ old

e — g + e sign (¢) %

j=argmax,_; 4[G|  °=X'(y-p)=VS(B)

Stagewise = la politique des petits pas ]




le LAR(s)
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Les méthodes de références

Forward Stagewise regression

@ initialisation : 3 =0:résidus :y — X3 =y
@ trouver le prédicteur X; le plus corrélé avec le résidu :

J
Q G —pf+cavece = sign(Ej)

nax lc| avec ¢c=X'(y— XB)

X2 Xa




Les méthodes de références

le LAR(s)
[e]e] ]

Chemin de régularisation (Hastie 05)

Coefficients
0.0 0.2 0.4 086

-0.2

Example: Pros

Lasso

/ =

J——

svi

= lweight

Pggds
"~ lbph

—

gleason

age

lep

ate Cancer Data

Coefficients

06

04

02

0.0

-02

Forward Stagewise

lcavol

svi

Iweight

pggds
Ibph

" gleason

age

lep

0 50 100 150 200 250

Iteration
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Le principe

LAR et Stagewise [Efron et al. 04]

X2

o™ iy X1 e

The LAR direction us at step 2 makes an equal angle with x; and

X92.

LAR = Stagewise + ¢ optimal et variable
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Le principe

une méthode itérative constructive

Bo=0 0 0

ﬁo:XBOZO a <—E
0 0

'91:@0__::71‘)’(\,1 wi = 1 <—_[/1\ Wy =

M Ko T Y1X4 0 0

Bz — By + 72W2 : b )

Hz <[4 + 72Uz 0 0

une approche de type « contraintes active »
A I'ensemble des variables actives
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Le principe

LAR : corrélation et géométrie (V. Guigue)

Evolution de la solution dans I'espace des variables

X3 oy

Départ : tous les (5 nuls
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Le principe

LAR : corrélation et géométrie (V. Guigue)

Evolution de la solution dans I'espace des variables

Projection du résidu sur la variable active



le LAR(s)
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Le principe

LAR : corrélation et géométrie (V. Guigue)

Evolution de la solution dans I'espace des variables

X; ®y

Calcul du pas, équi-correlation entre le résidu et deux variables
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Le principe

LAR : corrélation et géométrie (V. Guigue)

Evolution de la solution dans I'espace des variables

X3

Projection du résidu sur les variables actives
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Le principe

LAR : corrélation et géométrie (V. Guigue)

Evolution de la solution dans I'espace des variables

X3 /’/.‘y

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Calcul du pas
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Lalgorithme du LAR

Lalgorithme du LAR

A = 'ensemble des variables intéressantes

Br+1 — Bk + 7 Wki1 €RY
Ba —BatryWy € Red(A)=d Ba = Bk(A)
Bigit < B+ 7 Uk €R" u=Xw=Xwy

@ trouver la variable a ajouter j : A = AU {j}
@ calculer la direction de descente (w,u = Xw = X 4w 4)
© calculer le pas de descente v




le LAR(s)
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Lalgorithme du LAR

Lalgorithme du LARS

BaBatuWa o n Ay
Mg < Py + YUk

@ trouver la variable a ajouter j : maximise le gradient
j=argmaxic e [Vg  S(B) = Xie(y-R) ©  A=AUj

© la direction de descente : méthode du second ordre

Vg, SB)=X4(y—n)=cliy

WA= HT Ve, S0) {H XTX
_XTX4

(XJXA) wy =14
© calculer le pas de descente v
pour concerver la propriété : Xj(y —pm)=c1



le LAR(s)
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Lalgorithme du LAR

que doit on calculer pour chaque opération

@ trouver la variable & ajouter j : O(n(d — k))
X3y — )]
© la direction de descente : mise a jour (Choleski update)
Xqa=XqU Sj)(j Sj = sign(Ej)
(X,IXA) wy =14 O(nk+k2)
© calculer le pas de descente v, O(n(d — k))
< trouver la prochaine variable a ajouter

Xaly-pm=c 1 & c=maxlx(y-pg)
jeA®



le LAR(s)
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Lalgorithme du LAR

Calcul du pas v > 0 qui concerve I’équicorrélation

Du coté de 'ensemble des variables actives

XA = Brgr) = XA(Y — fix =) (1)
= XAy - i) — 7Xqu) (2)
= cll — ~I (3)
Chaque composante du vecteur des corrélations vaut : ¢ —
_ T =
c—v = ;ng\xj (Y — Byepq)] 4)
= max|x/ (y - i) —v X/ u| 5)
JEA® e — S~

au maximum j G g

— ~a; _ cC—¢C C+¢
0_7:{ G—g 'y:m|n+< i /)
—Cj +7a; jeAcs \1—-a;" 1+ g

~ : le plus petit réel positif pour qu’une variable intégre .4 J




le LAR(s)
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Lalgorithme du LAR

évolution de la corrélation

LARS
o
9 8 3
R [IN?
o < ———
3 7 T 8 o
e =]
/. _ -4 3 18 (
’ - 7 &« V;L
K P s 10
, 4 KVG s
[y —e_ o es L oee o
. ° J® YT e T —= 8 7 \
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o |4&
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@
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S8 — Step k —

Figure 3. LARS analysis of the diabetes study. Left: estimates of regression coefficients 3] , =
1,2,...10; plotted versus X|f3;]; plot is slightly different than either Lasso or Stagewise, Figure 1.
Riaoht: Absolute current correlations as function of LARS step: variables enter a




le LAR(s)

LARS et LASSO

Adaptation du LAR au LASSO

min  S(8) = |y - X8|1> = |ly — il
Ber?

avec T(B)= Z\ﬁﬂ <t
si Jj tel que 3; change de signe

alors on prend  tel que 3; = 0 et cette composante quitte
I'ensemble actif A

Théoreme 1
Avec la modification décrite ci-dessus,

le LARS donne les solutions du LASSO

les solutions = le chemin de régularisation 3(t) J




le LAR(s)
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LARS et LASSO

Le chemin de régularisation - Théoréeme 7

B(t) = B(to) — (t — o) AaSaW )
Q B(t) =argmin|ly — X4Sa8?  avec Y sif=t

A
Q L(B.N) = |ly — XaSaBl2+ A (X488 — 1)
VsL(B,A) = SIX1 (Y — XaSaB) + AS41=0

Q VL(H)-VL(L) =S X XaSa(B(t ) >\1 A2)SAll
& B(k) - B(t) = (M — )\Z)SA(XAXA)

Q s4(B(k)-B(t)) = b—t = (M —A2) A} JAZC 1T (XIXa) 1
Q 5(t) — B(t) = (b — ) As Sa (XIXa)™
Wy

...est linéaire par morceaUJ




le LAR(s)

Bilan sur le LAR(s)

Bilan sur le LAR(s)

Résumons nous

@ LARS est efficace

@ LARS = LASSO, LARS = stagewise

@ problémes de stablitié
— utiliser plutét le LARS stagewise

@ calcule vite le chemin de régularisation
— point de départ de nouvelles recherches
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Principe

Support Vector Regression

Classical SVR (e-SVR)

@ c-insensitive loss + L, penalty

N
B 1 ' e A g2
f=argmin ; max(0, |y; — f(x;. 5)| —€) + 3 |If|

@ ¢ : width of the tube
@ Problems : choice of € and the regularization parameter A

+ Data
0.6 .
True function

1.5 0.4r |--- Tube

e-insensible lost
e

0.5

- 0 +e +2¢ +3¢ % o1 02 03 04 05 06 07 08 09
Residuals: r = y~f(x)



Principe

Support Vector Regression

@ Repartition of the training points

L: yi—f(x)<—-€¢ a=1,0a;=0 hors du tube
R: yi—f(x)>e =007 =1 hors du tube
C: lyi—f(x) <e =0,af =0 dans le tube

Ec: yi—f(x) = —¢, OSa,SLa;?:O sur le tube
Er: Yi—f(x)=¢ @ =0,0<af<1 surletube

£=0.1and\ = 1.6681

e-insensible lost
I

-3¢ -2¢ - 0 +€ +2¢ +3¢ % 01 02 03 04 05 06 07 08 09
Residuals: r = y~f(x)



Principe

Support Vector Regression

@ Repartition of the training points

L: yi—f(x)<—-€¢ a=1,0a;=0 hors du tube
R: yi—f(x)>e =0,0f=1 hors du tube
C: lyi—fx)l<e =0,af =0 dans le tube
Ec: yi—f(X) = —e OSa,SLa;!‘:O sur le tube

Er: Yi—f(x)=¢ @ =0,0<af<1 surletube

@ Chemin de régularisation : trouver comment les points Xx;
circulent entre ces ensembles en lien avec ¢ et A

£=0.1and\ = 1.6681
0.

o
°

e-insensible lost
I
el
=]
°

PSS &
s

0.5

- 0 +e % 01 02 03 04 05 06 07 08 09
Residuals: 1 = y~f(x)



Principe

Derivation of the \-path

@ Regression function :

F(x) = % (724 (af — ai)k(xi, x) + o)
@ Atstep t: f!(x) associated to A\l and &, !, C!, £! and R!
@ For \ < )\, suppose the sets unchanged. Thus

M(X) = AM(x) = AF(x) + ALF(x)
= Y (Gai — o) k(xi, x) + 600 + Alfi(x)

ie&c’u&gf

50 = 6 — ' unknowns variations of the parameters.

@ Sets unchanged = two consequences for the points on the
tube

o Vje &,y —fl(x) = —e and y; — f(x)) = —¢
o Vjc&rl,y—fl(x) = +el and yj — f(x}) = +e
@ Optimality conditions : (éa* —da) "1 =0 and (da*+da) "1 =0



Principe

Derivation of the \-path

Tiding all these informations, we have a linear square system of
|Ec| + |Er| + 2 unknowns da;, with i € &, daf with i € Eg,
880 = A\b — \bt and §d = \e — Ale!

A0 =(\— )z

| A

Piecewise linear variation of the parameters
@ Parameter variations : 0 = 8" + (A — \)A~ 'z
@ o* and « are piecewise linear in A
@ Bias b and width of the tube e are piecewise linear in 1/

<



Principe

Determination of next )\ - Algorithm

Detection of the points move between the sets

@ Points x; on the tube move inside or outside
From&,to L :aj=1 From&ér to R :af =1
From&,orértoC:aj=00ra; =0

@ Points x; inside or outside move on the tube

From Lto &, i f(x)=yi+e FromR1to&r :f(X)=yi—e¢
FromCto &, or Er

@ Fix v - Initialize A and the sets

@ Solve the linear system

© Detect the points move and deduce the next value of A
© Update the parameters and the sets

©@ Run from 2 until a termination criterion is reached
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Historique

2000 Homotopy [Osborne et al.]

2003 LARS [Efron et al.]

2004 SVM [Hastie et al., Bach et al.]

2004 cas général : lingaire par morceau [Rosset et al.]

2004-06 cas non linéaire : prédiction correction [Friedman el al.]

2004-06 Traitement de nombreux cas particuliers
Kernel LARS [Guigue et al.]

v SVM [Loosli et al.]

v SVR [Gasso et al.]

OC SVM [Rakotomamonjy et al.]

Laplcian SVM (semi supervisé) [Gasso et al.]

®© 66 06 ¢
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Conclusions & perspectives

Chemin de régularisation

@ un algorithme efficace ‘ )
@ parcimonie - n taille moyenne pmge |
@ limites de 'approche RG] —

o instabilité
@ quand s’arréter

hp Comressive imaging
@ non convexite

[Baraniuk et al, 2006]

Perspectives
@ passage a |'échelle : approches stochastique
@ instabilité - couplage avec les contraintes actives
@ quand s’arréter ? : borne adaptée
@ ctriteres non convexes : linéatrisation par morceau
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Questions

Questions ?

Des questions ?

LAR(s) (et svmpath) en R www-stat.stanford.edu/~hastie
Matlab asi.insa-rouen.fr/~vguigue/LARS.html

kernlab cran. r-project.org/src/contrib/Descriptions/kernlab.html
SVR Matlab asi.insa-rouen.fr/~arakotom

Danzig selector www.ll-magic.org/
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