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Plan

La promesse

Le problème
selection de modèle pour la régression linéaire
selection de variable = parcimonie

La solution
un algorithme rapide de type « forward selection »
LARS ≈ Lasso
LARS ≈ Froward stagewise
Critère d’arrêt ≈ Cp
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Deux exemples

Diabete : n individus et m variables

X =


age sex ... xm=10
59 2 ... 87
...

... ...
...

36 1 ... 92

 ; y =


diab.
151
...
57



microarray : n = 38 << m = 7126
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Notations

tout est centré - variables explicatives standardisées

n∑
i=1

yi = 0
n∑

i=1

xij = 0
n∑

i=1

x2
ij = 1 j = 1, m

Moindres carrés

Cout : S(β̂) = ‖y− X β̂‖2 = ‖y− µ̂‖2

prédictions : µ̂ = X β̂ =
m∑

j=1

xj β̂j
X =

[
x1x2...xj ...xm

]
solution :

∇S(β̂) = 0 ⇔ X>(y− µ̂)︸ ︷︷ ︸
corrélations

= 0 ⇔ β̂MC = (X>X )−1X>y

4/27
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Les méthodes de références

le LASSO [Tibshirani 96]
minbβ∈IRm

S(β̂) = ‖y− X β̂‖2 = ‖y− µ̂‖2

avec T (β̂) =
m∑

j=1

|β̂j | ≤ t

Forward Stagewise regression [Weisberg 80]

µ̂new ← µ̂old + ε sign
(
ĉ̂j

)
x̂j

ĵ = argmaxj=1,m |ĉj | ĉ = X>(y− µ̂) = ∇S(β̂)

Stagewise = la politique des petits pas
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Les méthodes de références

LASS0 ≈ Forward Stagewise regression
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Les méthodes de références

LASSO et sélection de variable

 minbβ∈IR2
S(β̂) = ‖y− X β̂‖2 = ‖y− µ̂‖2

avec T (β̂) = |β̂1|+ |β̂2| ≤ t
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Les méthodes de références

Forward Stagewise regression

1 initialisation : β̂ = 0 : résidus : y− X β̂ = y
2 trouver le prédicteur xĵ le plus corrélé avec le résidu :

max
j=1,m

|ĉ| avec ĉ = X>(y− X β̂)

3 βĵ ← βĵ + ε′ avec ε′ = ε sign(ĉ̂j)
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Les méthodes de références

Chemin de régularisation (Hastie 05)

LASS0 ≈ Forward Stagewise regression
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Le LAR (S)
Least Angle Regression

1 illustration dans IR3

2 l’algorithme de base LAR

3 adaptation au LASSO et au Stagewise :
LAR S = Lasso & Stagewise
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Le principe

LARS et Stagewise (Hastie 05)

LAR = Stagewise + ε optimal et variable
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Le principe

une méthode itérative constructive

β̂0 = 0
µ̂0 = X β̂0 = 0

β̂1 ← β̂0 + γ1w1
µ̂1 ← µ̂0 + γ1x1

β̂2 ← β̂1 + γ2w2
µ̂2 ← µ̂1 + γ2u2

w1 =

0
...
0
1 ← ĵ1
0
...
0

w2 =

...
0
a ← ĵ1
0
...
0
b ← ĵ2
0
...

une approche de type « contraintes active »
A l’ensemble des variables actives
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Le principe

LARS : corrélation et géométrie (V. Guigue)

Évolution de la solution dans l’espace des variables

X3

f̂ 0

y

X2

X1

A

Départ : tous les β nuls
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Le principe

LARS : corrélation et géométrie (V. Guigue)

Évolution de la solution dans l’espace des variables

X3

f̂ 0

y

X2

R

−→uA

A

X1

Projection du résidu sur la variable active
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Le principe

LARS : corrélation et géométrie (V. Guigue)

Évolution de la solution dans l’espace des variables

X3

−→uA

f̂ 1

γ
f̂ 0

y

X2

A

X1

Calcul du pas, équi-correlation entre le résidu et deux variables
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Le principe

LARS : corrélation et géométrie (V. Guigue)

Évolution de la solution dans l’espace des variables

X3

X2

R

f̂ 1
f̂ 0

y

−→uA

X1

A

Projection du résidu sur les variables actives
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Le principe

LARS : corrélation et géométrie (V. Guigue)

Évolution de la solution dans l’espace des variables

X3

−→uA

f̂ 1
f̂ 0

y

X2

f̂ 2

X1

A

Calcul du pas
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L’algorithme du LARS

L’algorithme du LARS

β̂k+1 ← β̂k + γ wk+1 ∈ IRm

β̂A ← β̂A + γ wA ∈ IRcard(A) β̂A = β̂k (A)

µ̂k+1 ← µ̂k + γ uk+1 ∈ IRn u = Xw = XAwA

1 trouver la variable à ajouter j : A = A ∪ {j}
2 calculer la direction de descente (w, u = Xw = XAwA)
3 calculer le pas de descente γ
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L’algorithme du LARS

β̂A ← β̂A + γkwA
µ̂k+1 ← µ̂k + γkuk

{1, ..., m} = A ∪Ac

1 trouver la variable à ajouter j : maximise le gradient

j = argmax |∇ bβAc
S(β̂)| = |X>

Ac (y− µ̂)| ; A = A ∪ j

2 la direction de descente : méthode du second ordre

wA = H−1 ∇ bβAS(β̂)


∇ bβAS(β̂) = X>

A (y− µ̂) = c 1IA

H = X>
AXA(

X>
AXA

)
wA = 1IA

3 calculer le pas de descente γ

pour concerver la propriété : X>
A (y− µ̂) = c′ 1I
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L’algorithme du LARS

que doit on calculer : pour chaque opération

1 trouver la variable à ajouter j : O
(
n(n − k)

)
|X>
Ā (y− µ̂)|

2 la direction de descente : mise à jour (Choleski update)

XA = XA ∪ sjXj sj = sign(ĉj)(
X>
AXA

)
wA = 1IA O(nk + k2)

3 calculer le pas de descente γ, O
(
n(n − k)

)
⇔ trouver la prochaine variable à ajouter

X>
A (y− µ̂) = c′ 1I ⇔ c′ = max

j∈Ac
|x>j (y− µ̂)|
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L’algorithme du LARS

Calcul du pas γ > 0 qui concerve l’équicorrélation
Du coté de l’ensemble des variables actives

X>
A (y− µ̂k+1) = X>

A (y− µ̂k − γu) (1)
= X>

A (y− µ̂k ) − γX>
Au) (2)

= c1I − γ1I (3)

Chaque composante du vecteur des corrélations vaut : c − γ

c − γ = max
j∈Ac
|x>j (y− µ̂k+1)| (4)

= max
j∈Ac
|x>j (y− µ̂k )︸ ︷︷ ︸

cj

−γ x>j u︸︷︷︸
aj

| (5)

au maximum j

c − γ =

{
cj − γaj
−cj + γaj

⇔ γ =
+

min
j∈Ac

(
c − cj

1− aj
,

c + cj

1 + aj

)
γ : le plus petit réel positif pour qu’une variable intègre A
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L’algorithme du LARS

évolution de la corrélation
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L’algorithme du LARS

Illustration du LAR



Introduction Le LARS Conclusion 20/27

LARS et LASSO

Adaptation du LAR
minbβ∈IRm

S(β̂) = ‖y− X β̂‖2 = ‖y− µ̂‖2

avec T (β̂) =
m∑

j=1

|β̂j | ≤ t

si ∃j tel que βj change de signe
alors on prend γ tel que βj = 0 et cette composante quitte
l’ensemble actif A

Théorème 1 (page 11)
Avec la modification décrite ci-dessus,

le LARS donne les solutions du LASSO

les solutions = le chemin de régularisation β̂(t)
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LARS et LASSO

Le chemin de régularisation - Théorème 7

β̂(t) = β̂(t0)− (t − t0)AASAwA (5.17)

1 β̂(t) = argmin‖y− XASAβ‖2 avec
∑
A

sjβj = t

2 L(β, λ) = ‖y− XASAβ‖2 + λ
( ∑

A sjβj − t
)

∇βL(β, λ) = S>
AX>

A
(
y− XASAβ

)
+ λSA1I = 0

3 ∇L(t1)−∇L(t2) = S>
AX>

AXASA
(
β(t2)−β(t1)

)
+(λ1−λ2)SA1I

⇔ β(t2)− β(t1) = (λ1 − λ2)SA
(
X>
AXA

)−11I

4 sA
(
β(t2)− β(t1)

)
= t2 − t1 = (λ1 − λ2)AA

5 β(t2)− β(t1) = (t1 − t2) AA SA
(
X>
AXA

)−11I︸ ︷︷ ︸
wA

...est linéaire par morceau
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LARS et LASSO

Front de Pareto : S(β̂(t)) vs. T (β̂(t))
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Quand faut t’il s’arrêter

Utiliser le Cp de Mallow

y ˜ N (µ, σ2I)

(µ̂i − yi)
2 = (µ̂i − µi + µi − yi)

2

(µ̂i − µi)
2 = (µ̂i − yi)

2 − (µi − yi)
2 + 2(µ̂i − µi)(yi − µi)

IE(µ̂i − µi)
2 = IE(µ̂i − yi)

2 − σ2 + 2cov(µ̂i , yi)

IE
(
‖ bµ−µ‖2

σ2

)
= IE

(
‖ bµ−y‖2

σ2

)
− n + 2

n∑
i=1

cov(µ̂i , yi)

σ2

Cp = ‖ bµ−y‖2

σ2 − n + 2
n∑

i=1

cov(µ̂i , yi)

σ2︸ ︷︷ ︸
df

Ĉp = ‖ bµ−y‖2bσ2 − n + 2k (eq 4.10)

...we do not yet have any mathematical support for this claim.
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Quand faut t’il s’arrêter

Quand s’arrêter ?
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Quand faut t’il s’arrêter

Proposition de francisation (V. Guigue - LIP6)

LARS : Least Angle Regression Stepwise
⇓

L : Lissage, Limite, LASSO
A : Angulaire, Angle
R : Récursif, Régression, Régularisation
S : Système

Idées en vrac : dérivée, chemin de régularisation,
équi-corrélation, pas à pas...

⇓
Lissage Angulaire Récursif pour la Régression

= LARR = LARs
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Quand faut t’il s’arrêter

Proposition de francisation (V. Guigue - LIP6)

LARS : Least Angle Regression Stepwise
⇓

L : Lissage, Limite, LASSO
A : Angulaire, Angle
R : Récursif, Régression, Régularisation
S : Système

Idées en vrac : dérivée, chemin de régularisation,
équi-corrélation, pas à pas...

⇓
Lissage Angulaire Récursif pour la Régression

= LARR = LARs
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conclusion

Conclusion

Résumons nous
LARS est efficace
LARS = LASSO
solution du lasso est linéaire par morceau

extentions
chemins de régularisation SVM, Regression logistique
généralisation
kernelisation...
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conclusion

Questions ?

Des questions ?

http ://www-stat.stanford.edu/~hastie

code matlab :
http ://asi.insa-rouen.fr/~vguigue/LARS.html
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