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A la recherche d’une regle de décision  universelle
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Tracez la frontiere de décision entre ces deux classes ?
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Tracez la frontiere de décision entre ces deux classes ?

Universelle : pour tous les problemes
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Tracez la frontiere de décision entre ces deux classes ?
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Introduction : le plan

Discrimination par SVM

Une solution
= Quels criteres ?

(1) Fidélité
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Introduction : le plan

Discrimination par SVM

Une solution
= Quels criteres ?

(1) Fidélite
(2) Regularite

(3) Décision locale
(4) Points frontiere
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Fidélite

échantillon (=, yi),_; ,
y; € {—1,1} (codage -1/1)
la fonction de décision : signe(f(z;))

(f fonction de discrimination)
H ={x| f(x) =0} : frontiere de décision.

Bien classer tout le monde :
signe(f(z;)) =y, 1=1n

(1) Fidelite |- (3) Décision « locale »
(2) Regularité - (4) Points « frontiere »
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Fidélité et marge

flxi)ys >k

Marge :

1=1,n

min d(H, z;) =

k>0, 1=1,n

H={xz| f(x) =0} : frontiere

__1in max(1 — f(x;)y;,0)

Bien classer tout le monde (k = 1) :

flxi)y: > 1

1=1,n

(1) Fidelite |- (3) Décision « locale »
(2) Régularité - (4) Points « frontiere »

Apprentissage et noyaux séparateur a vaste marge (SVM) —p. 6/24




Fidélité et marge

f(xz)yz>k E>0,:1=1,n
H=A{x| f(x) =0} : frontiere
Marge :

min d(H, z;) =

1
1=1,n =1

n max(1l — f(x;)y;,0)

Bien classer tout le monde (k = 1) :

1 est la marge minimale

(1) Fidelite |- (3) Décision « locale »
(2) Régularité - (4) Points « frontiere »
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Fidelité et droit a I'erreur : minimiser I'erreur

‘ f(:l?z)yz > 1 1=1,n

Introduisons une variable d’écart &;

Bien classer a peu prés tout le monde :

flzi)ys > 1 =& &>0,i=1,n

ou &; est une variable d’ecart

(1) Fidelite |- (3) Décision « locale »
(2) Régularité - (4) Points « frontiere »
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Fidelité et droit a I'erreur : minimiser I'erreur

‘ flxi)yy>1-&  &>0,i=1,n

Introduisons une variable d’écart &;

n
min Z &
b=l

Bien classer a peu prés tout le monde :

f<:cz->yz->1 £ >0, i=1n

o~

ou §'Z est une variable d’écart &, = 0; E>1 ;0 0<& <1
V
mal classé
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Régularité

Y [ ]
4 . solution réluliere
* — solution irréguliére

par exemple
« I'énergie » de f : la norme de sa dérivée (cf les splines)

(1) Fidélité - (3) Décision « locale »
(2) Régularité |- (4) Points « frontiere »
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Régularité

[ ]
solution réluliere
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par exemple
« I'énergie » de f : la norme de sa dérivée (cf les splines)
la longueur de f - la taille du code calculant f
une norme de f au sens de H (défini a priori) : || f1|x

un terme de régularisation : une fonctionelle positive assurant l'unicité de la
solution
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(2) Régularité |- (4) Points « frontiere »

Apprentissage et noyaux séparateur a vaste marge (SVM) — p. 8/24



Régularité et marge

1
= IP(@’I“’I") < Z ]I{Signe(f(xi)ﬁéyi} T (marge>
=1

1=
\ >4

Fidélité

(1) Fidélité - (3) Décision « locale »
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Régularité et marge

Cas linéaire : quelle solution choisir ?

—mmt flay > 1-& & >0,i=1n
. 0 ) minZﬁi
o . 1= 5
1111
in /1%
1
IP(err) < ]I{signe(f(m);éyi} 2 (—marge>

1=1

Fidelité
minimiser IP(err) < maximiser la marge

(1) Fidelite - (3) Décision « locale »
(2) Régularité |- (4) Points « frontiere »
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Régularité et marge

Celle qui maximise la marge

O, ® 0 ) min;ﬁz

o min £
P(err) < | +¢ ( marae
L T ASIONe(S @)y ) marge

1
Fidelité
minimiser IP(err) < maximiser la marge

maximiser la robustesse < maximiser la marge

(1) Fidélité - (3) Décision « locale »

(2) Régularité

- (4) Points « frontiére »
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Régularité et marge

Valeur de la marge dans le cas monodimensionnel

pieo flzi)y; > 1 =& & >0,1=1,n
00 0o +1 n
miani
5 1w 7 .
= ~Ljwi =
00
. 2 . 2
. - min [fI} e min)w
- marge - ¥ W
J:

1
]P(GTT) < Z ]I{signe(f(a:z-))#yi} T (marge>
=1

1=
\ J/

Fidelité
minimiser IP(err) < maximiser la marge

maximiser la robustesse < maximiser la marge

maximiser la marge < minimiser HfH?1

(1) Fidelite - (3) Décision « locale »
(2) Régularité |- (4) Points « frontiere »
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Apprendre : choisir une hypothese

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

se donner un ensemble ‘H assez grand
trouver f e H: f(x))y; >1—-& & >0,1i=1,n

n
min Z &
Toi=1

: 2
min
in |15,

soit (gbj)jej une base orthonormeé de fonctions (polynémes, fourier, ondelettes...)

fz) = ijfbj(x) +b

I'ensemble des hypotheses est alors de la forme

H= {f | f(z) = ij¢j($) +b}

f est « lineéaire » en ¢ et non linéaire en z
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Principe : « qui se ressemble s’assemble »

Principes :

— Mesure de similarité
(pas nécéssairement symetrique)
— Zone d’influence

S
©

Les noyaux :
— fonction de deux variables

K(z,y)

Estimateur a base de noyaux
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Malédiction de la dimensionnaleté

<" = noyaux défini positifs

. . noyau multidimensionnel produit :

_ Herxmite _ Epanechnikov et uniforme L

1 . Kb(u,v) — HKb(’LLg,’Ug)
- A B i

noyaux « radiaux » p = ||lu — v||? (distance entre les deux variables)

L
noyaux « projectifs » u'v =) " uv,
=1
formule de « passage »
lu—v|? = [[u® + [|v]* = 2u'v

Apprentissage et noyaux séparateur a vaste marge (SVM) — p. 12/24



Quelgques exemples de noyaux

le noyau gaussien

1 p
Ky(u,v) = 7 exp” ®
le noyau de Cauchy
1 1
K = —
b(U’?v) 7 1+ %
le noyau uniforme
1
Ky(u,v) = Z]I{pgb}

le noyau de Fourier régularisé

1 —
Ky(u,v) = Zcosh (77 — [ ; U‘)

le noyau scalaire
Ky(u,v)=(u'v+1)°

le noyau de Laplace

Ky(u,v) = %exp_ =
le noyau d’Hermite

Ky(u,v) = (b= p) exp™F
le noyau d’Epanechnikov

Ky(u,v) = % (b—p) Lgo<ty
le noyau sigmoide

1
Ky(u,v) = 7 tanh (b(uTV) + bo)

le noyau de Hardy

1
Ky(u,v) =

(uTv+1)°

noyaux de chaines de caracteres, de graphes, d’automates...
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Comment choisir H ?

Influence locale = Noyaux. Influence fixe (Parzen + MAP)

flz) = Z v Ky (z, ;)

Influence ajustée f(z) = Z a; Ky (z,2;)
1=1

(1) Fidelité - | (3) Décision « locale »
(2) Régularité - (4) Points « frontiere »

Apprentissage et noyaux séparateur a vaste marge (SVM) — p. 14/24



Comment choisir H ?

Influence locale = Noyaux. Influence fixe (Parzen + MAP)

flz) = Z v Ky (z, ;)

Influence ajustée f(z) = Z a; Ky (z,2;)
1=1

on construit H a partir du noyau K

(1) Fidelité - | (3) Décision « locale »
(2) Régularité - (4) Points « frontiere »
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Comment choisir construire  H (les hypotheses ?)

au commencement était le noyau...

noyau : k(x,y) V,y € ()
pOSItIf Z?:l Z;n 1 OéiOéjk((EZ', $j) > 0

= {f e RY|f(z) Zakasz neN a € R, x; € Q}

et un produit scalaire on Ho

O g Nre =D Y ciBik(xi, )

i=1 j=1
propriétés du produit scalaire sur H,
VIONCAITNENIC) Evaluation
< (33, )7 (y )>H0 :k((]ﬁ,y) (reprOdUCtion)

le noyau représente une grande partie de la connaissance a priori
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'astuce du noyau

Théoreme de Mercer : Si K est un noyau défini positif, il existe une famille (¢;) ;.
orthonormée telle que :

Ky(x,y) =) ¢;(x)¢;(y) (1)

jeJ

toute fonction f € ‘H s’écrit alors :

F(x) =D wid; (x) =) aiKy (x,%;)
jeJ i—1
Ifl3 = wiw = a'Ka

ou K est la matrice d’influence.
Kij = Ky (Xi,%;)

(1) Fidelité - | (3) Décision « locale »
(2) Régularité - (4) Points « frontiere »
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'astuce du noyau

Théoreme de Mercer : Si K est un noyau défini positif, il existe une famille (¢;) ;.
orthonormée telle que :

=) ¢, (x) 05 (y) 2)
jed
toute fonction f € ‘H s’écrit alors :
Z w;d; (X aZKb (x,x;)
jed
£ = @
ou K est la matrice d'influence. dimoo dimn

Kij = Ky (X4, %5)

(1) Fidélité - | (3) Décision « locale »
(2) Regularité - (4) Points « frontiere »
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Quel critere minimiser ?

> Fidélité

Régularité

Comment choisir la fonction de discrimination ?

f(z) = Z w;ip;(w)

(1) Fidélité - (3) Décision « locale »
(2) Regularité - (4) Points « frontiere »
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Ensemble d’hypotheses + Critere = Le probleme SV
m nsup
= {f :R* - R|3a,c; f(x)= chgpj(x) + Z CLgKb(X,Xg)}
j=1 (=1
Ou ngyp €st le nombre de vecteurs supports
probleme de minimisation sous contraintes :
min %WTW +C Z &
\ =1 3)
avec yif(x)>1—¢&  i=1,n
\ et & >0 1=1,n
ou: f(x) = Z’wk(bk + chgoj
= (1) Fidélité - [(3) Decision « locale »

(2) Régularité - (4) Points « frontiere »

Apprentissage et noyaux séparateur a vaste marge (SVM) —p. 18/24



Ensemble d’hypotheses + Critere = Le probleme SV

m nsup
H = {f :R* - R|3a,c; f(x)= chgpj(x) + Z ap Kp(x, Xg)}
j=1 (=1
Ou ngyp €st le nombre de vecteurs supports
probleme de minimisation sous contraintes :

(4)

(1) Fidélité - | (3) Décision « locale »
(2) Regularité - (4) Points « frontiere »
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Minimisation sous contraintes (cas separable)

min J(x) dans le domaine admissible

. min %WTW
I \ ,  ;{1~ ) w )
il | avec yi f(xi) > 1 1 =1,n
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Minimisation sous contraintes (cas separable)

min J(x) dans le domaine admissible

min %WTW
W
avec yi f(xi) > 1 i=1,n
=
min max L(w, c, \) Lagrangien

wW,C )\

les exemples
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Minimisation sous contraintes (cas separable)

min J(x) dans le domaine admissible

3 min %WTW
I \ ,  ;{1~ ) w )
N | avec vif(x:))>1 i=1,n
~
min max L(w, c, \) Lagrangien
wW,C )\

LD DR € ((COES)
f/l/

les exemples

Multiplicateur de Lagrange \; = influence de I'exemple ¢ dans la solution
interpretation : \; = 0 — pas d'influence Ai > 0 — exemple support
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Reformulation dans I'espace des exemples

1 n
[’(Waaa )‘) — §HfH2 _ Z)‘z(yzf(xz) o 1)
1=1

dont on tire les conditions de Kuhn et Tucker :

)
aﬁ(gac7)‘) — 0 W — Z)\zyz§b x;)) = 0
W
< 0L(w,c,\) =
e ! S huglx) = 0

\ =1

conseguence pour f :

=) wpdr(x) = (Y AiYid(Xi > on(x)
k=1 =1

k
Aili Z O ()P (x
. @:1

"

Ky (x,%5)

I
— K

I
Mz

1

)
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Reformulation dans I'espace des exemples

1 n
[’(Waaa )‘) — §’|fH2 _ Z)‘z(yzf(xz) o 1)
1=1

dont on tire les conditions de Kuhn et Tucker :

)
aﬁ(gac7)‘) — 0 W — Z)\zyz§b x;)) = 0
W
< 0L(w,c,\) =
e ! S huglx) = 0

\ =1

conseguence pour f :

=) wpdr(x) = <7 AiYid(Xi > on(x)
k=1

k

i

B i)\' 'i¢ ()6 (x) Stratégie
— o4 NG Z calcul de K
N ~ g calcul des \

Kb(xaxi)
calcul des a

calcul de f
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calcul des X : probleme Dual (2)

Domaine admissible

Reformulation de Girosi (97)

( m)%n %)\TH)WLCT)\
N

\ avecC Z)\ZyZQOJ(ZEZ) =0 g9=1,m
1=1

et 0<M<C  i=1,n

ou H est la matrice de terme général H;; =

vy Ky (x5, %)
et ¢ un vecteur de 1.

min || f(x;) — vl + pY  lagl
1=1

(1) Fidélité - (3) Décision « locale »
(2) Regularité - | (4) Points « frontiére »
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Solution pratique : Probleme d’optimisation

dans le pire des cas...Simplex

Solution « hors lignes » :
Contraintes actives (O(n!-°))
asl.insa-rouen.fr/~gloosli
asl.insa-rouen.fr/~arakotom

Points intérieurs : lent
stochastiques : SMO

libsvm rapide et complet
coresvm (pas tres fiable)

Solution « en ligne » : LaSVM

La SVM : trés trés rapides - 8 10° exemples...

si n est grand : plus efficace que les autres methodes
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Conclusion

Les méthodes a noyaux
approximateur universel
minimum global unique
Parcimonieux (des coef. = 0)

= tres rapide (en général)

Classification : les SVM
SVM vs Réseaux de neurones (PMC) : optimisation

SVM vs Parzen : parcimonie et vitesse (L? vs L')
SVM vs regression logistique : parcimonie et vitesse
SVM : des résultats

Régression : le kLAR
KLAR vs Réseaux de neurones (PMC) : optimisation
KLAR vs Noyaux (FBR) : optimisation
KLAR vs splines : parcimonie et vitesse (L? vs L)

autres applications : one class SVM, kACP, kPLS...
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